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Introduction: For the solution of problems that need to be solved exactly. whose solution
must be treated by means of numerical methods Objective: The present investigation aims
to carry out a study of the numerical methods of Euler and Runge Kutta in order to make
an approximation to the solution of random differential equations which use the calculus
stochastic referring to the mean square. Methodology: Within the development process,
Euler's methodology is analyzed in the first instance within the scalar case and later it is
dimensioned to matrix problems, Results: obtaining an analysis of the application of
numerical methods to the study of an electrical circuit which is develops with random
noise, in the specific case of characteristic and irregular white noises they lead to other
types of differential equations with a certain degree of uncertainty called stochastic
differential equations. Conclusion: The Euler scheme allows us to conclude that the slow
convergence and the restriction aspect of its region of absolute stability allows us to
consider other methods where the convergence is greater, thus proposing an additional
study of the Runge-Kutta random scheme, being a method superior to that of Euler for
which its global order of convergence is fourth.
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Resumen.

Introduccion: Para la solucion de problemas que requieren ser resueltos de manera
exacta. cuya solucion debe ser tratada por medio de los métodos numéricos Objetivo:
La presente investigacion tiene como objetivo realizar un estudio de los métodos
numéricos de Euler y Runge Kutta con la finalidad de realizar una aproximacion a la
solucion de ecuaciones diferenciales aleatorias las cuales utilizan el célculo estocastico
referente a la media cuadratica. Metodologia: Dentro del proceso de desarrollo la
metodologia de Euler se analiza en primera instancia dentro del caso escalar y
posteriormente se lo dimensiona a problemas matriciales, Resultados: obteniendo un
andlisis de la aplicacion de los métodos numéricos al estudio de un circuito eléctrico el
cual se desarrolla con ruido aleatorio, en el caso especifico de ruidos blanco
caracteristicos e irregulares conducen a otro tipo de ecuaciones diferenciales con cierto
grado de incertidumbre denominadas ecuaciones diferenciales estocéasticas. Conclusién:
El esquema Euler permite llegar a la conclusién de que la convergencia lenta y el aspecto
de restriccion de su region de estabilidad absoluta nos permite considerar otros métodos
donde la convergencia es mayor, planteando asi un estudio adicional del esquema
aleatorio Runge- Kutta, siendo un método superior al de Euler por lo cual su orden de
convergencia global es cuarto.

Palabras claves: Euler, Runge Kutta, métodos numéricos, ecuaciones diferenciales

Introduccion.

Dentro de la aplicacion de las matematicas a situaciones del comportamiento diario y del
mundo real nos encontramos a menudo con diferentes problematicas, las cuales no pueden
ser resueltas analiticamente o de manera exacta y cuya solucion debe ser analizada
mediante la resolucion de problemas a través de los métodos numéricos (Azor et al. 2020).

Bossis, et al (2015), manifiesta que en cuanto a la planificacion para la resolucion de
diferentes problemas como son el andlisis de un circuito eléctrico, tomando en cuenta las
medidas referentes a la realidad tenemos la necesidad de planificar modelos aleatorios,
de tal manera que en la presente investigacion se realizara la construccién numérica de
soluciones para las ecuaciones diferenciales aleatorias a partir del esquema principal
aleatorio de Euler mediante el cual se demostrara algunas condiciones para que la
convergencia en media cuadratica sea estable, ademas se calculara el valor esperado y la
varianza del proceso resultante de la aproximacion (Seminario 2012)

Metodologia

La metodologia utilizada en la presente investigacion se basa en el andlisis de métodos
numeéricos relacionados a la esquematizacion propuesta por Euler y Runge Kutta para la
solucion de ecuaciones diferenciales aleatorias de acuerdo al célculo estocastico de la
media cuadratica.
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Método Numérico

El método numérico se establece por medio de un procedimiento que se basa en las
aproximaciones para encontrar la solucién a ciertos problemas utilizando calculos
puramente aritméticos y operaciones logicas elementales. Henrici (1962), el
procedimiento que consiste en una lista finita de instrucciones que precisan una secuencia
de operaciones algebraicas y l6gicas que producen una aproximacion de la solucién a la
problematica (Azor et al. 2020).

La eficiencia en el calculo de dicha aproximacion depende principalmente del
escogimiento y facilidad de implementacion del algoritmo y de las caracteristicas
especiales y limitaciones de los instrumentos de calculo pudiendo generarse asi un error
de redondeo (Cortés, Jodar y Villafuerte, 2007).

Esquema de Método Euler para ecuaciones diferencias aleatorias

El esquema de Euler, presenta una convergencia lenta con una restriccion de su region de
estabilidad absoluta la cual considera otros métodos donde la convergencia puede ser
mayor (Khodabin y Rostami, 2015 y Soong, 1973) . Tal es el caso del esquema aleatorio
de RugeKautta, que representa un método de orden superior que al de Euler, representado
asi por su orden de convergencia global cuarto (Azorin, 2020).

Esquema del Método Runge Kutta para ecuaciones diferenciales aleatorias

Los métodos numeéricos son metodologias que parten de técnicas algebraicas y aritméticas
utilizadas para poder resolver de forma aproximada de diferentes ecuaciones o sistemas
de ecuaciones muy complejas. Las cuales analiticamente resultan muy dificultosos e
incluso imposibles de obtener alguna solucién (Villafuerte, 2007 y Aldana, et al 2016).

Puesto que, el proceso de convergencia lenta del método de Euler y lo restringido de su
region de estabilidad absoluta, establecen la necesidad de métodos de orden de
convergencia mayor (Oksendal, 1998).

Ademas, en cada paso, el método de Euler, se mueve a lo largo de la tangente de una
cierta curva que esta “cerca” a la curva desconocida o buscada. Requiriendo por los
mencionados motivos utilizar los métodos Runge-Kutta que extienden esta idea
geométrica utilizando varias derivadas o tangentes intermedias en lugar de solo una, para
aproximar la funcion desconocida (Lecca y Puente, 2006).

Resultados

Se muestran soluciones aproximadas de ciertas ecuaciones diferenciales con condiciones
iniciales usando los métodos de Euler y Runge-Kutta aleatorios, tratando inicialmente la
determinacion del desplazamiento por un movimiento terrestre.

1.1 Determinacion del desplazamiento por un movimiento terrestre

Para determinar el efecto sobre una estructura terrestre de una perturbacion de tipo
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terremoto. Definiendo a la estructura en reposo en t=0, y sea X(t) >0,t=>0, el
desplazamiento (relativo) horizontal del techo con respecto al suelo. Basandose en un
modelo lineal idealizado, el desplazamiento relativo X(t) se rige por la ecuacion
diferencial.

X () + 2\EweX (1) + wiX () = =Y(t), t=0, (1.1)
X(0) = 0,X(0) =0

Donde Y(t) esel proceso estocastico de segundo orden dado por (1.1). Lasolucion en media
cuadratica tiene la forma:

X(®) = - [Jh(t - 2)Y(2)dz, (1.2)

con € <1, y donde h(t) es la respuesta impulsiva

h(t) = ée‘\f‘.wot sin(@pt), t =0, @y = wgy/1 —\E2 (1.3)
o
Ty(u,v) = E[Y(Y(¥)] = 221, uva? e~V cos (u = v)w;), v 2 0 (L.4)

Por lo tanto, de las ecuaciones (1.2)-(1.4), se deduce que E[X(t)] =0, t=10
Var[X(H)] = EX®X(®] = [, f; h(t — wh(t - v)Iy(u,v)dudv, t> 0 (1.5)

Para aplicar el esquema aleatorio de Euler al problema, se convierte la ecuacién diferencial
de segundo orden en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Dejando
. T . .
X1 = X(0),X2() =X®O y (X(®©) = [X (1), X2(1)], la forma de la matriz vectorial de
la ecuacion (1.1) es
X(t) = A(D)X(t) + G(t)

Donde A(t) y G(t)se han obtenido en (1.15) y (X(O))T =0T = [0,0]. Como X} = [0,0], la
expresion del método aleatorio de Euler en este caso toma la forma.

n-1 n—-1
X, = (I + hA)"Xq + h 2(1 +hA)i1G(t;) = h Z(l +hA)i1G(t)
i=0 i=0

Donde la matriz de identidad de tamafio 2, las hip6tesis H1 y H2 se cumplen, luego la
convergencia en media cuadratica del método aleatorio de Euler esta garantizada. De
hecho, H1 se cumple, y se obtiene la condicion de Lipschitz.

IFX, ) = F(Y,OI| < [IAl|loo|IX = YI| _ =Kk[IX=YI[

XS TXS$
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Considerando que E[Y(t;)] = 0, se obtiene que E[X,] = 0 y E[X,]1(E[X,]DT = 0, luego la
matriz de covarianza del vector aleatorio X,, sera:

AXn = E[Xn (Xn)T] (16)

n-1n-1

— 12 Z Z(I + hA)™ -1 E[G(t)G(4)) (1 + hA)™I-1)T

i=0 j=0

Siendo

e o (6() | = [§ E[Y(t?)Y(tj) ’

Donde E[Y(t)Y(t;)] esta definido por (1.5). Teniendo en cuenta que si Ax, = (V7). ,
denota la matriz cuadrada de tamafio 2 dada por (1.6), entonces V!l es la varianza

aproximada del proceso estocéstico de segundo orden (1.1), obtenida del método aleatorio
escalar de Euler.

1.2 Problema matricial lineal bilateral completo de Sylverter
Se considera el sistema diferencial aleatorio matricial no homogéneo dado por

X(®) = A(D)X(t) + X(O)B(®) + C(t), t =0, (1.7)
X(O) = Xo»
Donde
B(t) 1
A = [‘1’ (1) JB(t) = [(1) (1)],6(1:) - [ 0 ()]t

Siendo 0 la matriz nula de tamafio 2 X 2 y B(t) un proceso de movimiento Browniano.
YaqueE [(B(t))z] =ty [(B(t))4] = 3t2, entonces para 0 < t < t’ resulta que

IFC D = PO, = max(]1BC) - B [|(B0)° - (B)’|
max{|t — t'|Y/2,|—t2 + 3(t")% — 2tt'|1/?},

}

y por el Lema 1.0.1 se obtiene

IFX, 9 = FX, Ilrs = [[AXK = Y)lxs + [[(X = Y)B [ 1xs
< (HHAlleo + [IBl[)[1X = Y]l 1xs, (1.8)

La ecuacion del problema (1.7) satisface las hipdtesis H1y H2, por lo tanto, el método
aleatorio de Euler es convergente en media cuadratica

Denotando por E[Xn] = (Eij )2x2 la esperanza de la matriz de tamafio 2x2 de las
aproximaciones de Euler.
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1.2.1 Problema escalar lineal con termino fuente Browniano

X(t) = 2tX(t) + exp(—t) + B(t), t € [0,1], (1.9)
X(to) = Xo,

Donde B(t) es el proceso movimiento Browniano estdndar y X, es la variable aleatoria,

1

Xo~ N <%> independiente del movimiento Browniano B(t) para cada t € [0,1].

Figura 1
Valores numéricos de E11 de la matriz esperanza del Problema Matricial

«h=1/10 h=1/20 »h=1/40
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Fuente: El Autor

Figura 2
Valores numéricos de E21 de la matriz esperanza del Problema Matricial
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Fuente: El Autor

t
X(t) = exp(t?) \{X, + J exp(—s?) (exp(—s) + B(s))ds\}

0

Se nota que F(X,t) cumple la condicién de Lipschitz H2, ya que
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[IF(X, t) = FX5, 9)|| = ||2tX + exp(—t) + B(t) — 2tX* — exp (—t) — B(t)||
= [|2tX — 2tX*|| = 2t[|X — X"

SiF(X,t) =2tX + exp (—t) + B(t), entonces

IFC, 0 — F )| < (2]IXI] + 1)It = '] + [t — £*]2/2 (1.10)

y F(X,t) estaacotada aleatoriamente, presentandose de manera continua uniforme dentro

de cualquier conjunto acotado S c L2. El método aleatorio de cuarto orden de Runge-Kutta
es:

Xne1 = Xn + (Ky + 2K, + 2K + K,) (1.11)

Donde K; = 2ht, X, + h(exp (—t_n) + B(t_n)),
h h
K, = 2h (tn + E) (1 + hty)X, + h%(t, + E)( exp (—t_n) + B(t,))

(oo 3) 0 )}

K 3 =2h (tn + g) (1 +h (tn + g) 1+ htn)> X, +h3 (tn + g) (exp(—ty) + B(tyn))

+h (1 + \bigg (t, + 2)) <exp <— (tn+ 2)) +8 (i + g))

K, = 2h(t, + h)(1 + 2h (¢, g)u +h(t, + g)(1 +ht,))) X, + 2h*(t, + h)

e s amt {2

X <exp (— (tn + g))) +B (tn + g) + h(ex p(—(tn + h))) + B(t, + h)),

1.3 EImétodo aleatoriode Euler y su convergenciaenmedia cuadratica

Consideremos el el problema bajo las siguientes hipétesis F: Sx T —— Ly, conS c La:

1. H1: F(X,t) es uniformemente continua sobre ventanas temporales
2. H2: F (Xt) satisface la condicion de Lipschitz en media cuadratica
[IF(X, ©) = F(Y, )]| < k()|IX = YI|\hspace3mm [;* k(t)dt < +oo. (2.1)

La condicion H2 garantiza la continuidad en media cuadratica de F(X,t) con respecto a la
primera variable, mientras que H1 garantiza la continuidad de F (X, t) con respecto a la
segunda variable, de este andlisis proviene la desigualdad
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[IF(X,©) = F(Y, )| < |[IF(X,t) = F(Y, Ol + [IF(Y,t) = F(Y, )|

Se obtiene la continuidad en media cuadréatica de F (X, t) con respecto a las dos variables.
Consideremos el método aleatorio de Euler para el problema de valor inicial

{xm =X + hF(Xp,ty), n=0,
Xo = X(to) (2.2)

Donde h = t, — t,_4, cont, = ty+, paran = 1,2,3. Demostraremos que bajo las hipotesis
H1y H2, el método de Euler (2.2) es convergente en media cuadrética en el sentido de
estacion fija, i.e. el error de la media cuadrética.

e, =X, —X() =X, — X(t,) (2.3)

Tiende a cero en L2, cuando h — 0,n — cont — t, = nh.
Bajo las hipotesis H1 y H2, el Teorema 5.1.2 garantiza la existencia y unicidad de la
solucién media cuadratica X(t)en[ty, ty+1] € [to, te], Y por el Teorema 1.0.2, deducimos.

X(tyeq) = X(t,) + fttn"“X (Wdu, n >0 (2.4)

SX es un conjunto acotado en L2 definido por la solucion teodrica exacta del problema de
valorinicial, Sy = {X(t),ty < t < t.} (2.5)

Luego, por la hipdtesis H1 y la Definicién 1.0.1, obtenemos
|IFX (W), tn) — FX (W, WI| < 0(Sx,h) (2.6)

y por lo tanto, toma la forma

|lensal| < [lenl|[1 + hk(tn)] + h[w(Sx,h) + hMgk(tn)] (27)
Obtenemos:
enhk(tn) —_
|lenl| < ekt ||eg|| + ————[w(Sx, h) + hMgk(D)],
k(tn)
y como nh =t —t||e,|| = 0, la anterior inecuacion se escribe como
e(t—to)k(H _1
|leal] £ =5 lw(Sx, h) + hMgk(D)] (2.8)

k(®)

De (2.8), deducimos que {en} es convergente a cero en media cuadratica.

Teorema 2.1.1. Bajo las hipotesis H1 y H2, el método aleatorio de Euler (2.2) es
convergente en media cuadratica y el error de discretizacion en, definido por (2.3),
satisface la desigualdad (2.8) parat =ty + nh,h > 0,t, <t <t

1.4 Estudio del esquema de Runge-Kutta para ecuaciones diferenciales aleatorias

Los métodos numericos son metodologias que utilizan técnicas meramente algebraicas y
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aritméticas para resolver de forma aproximada ecuaciones o sistemas de ecuaciones
complejos, que analiticamente resultan muy dificiles e incluso imposible de resolver. Los
métodos Runge-Kutta, extienden esta idea geométrica utilizando varias derivadas o
tangentes intermedias en lugar de solo una, para aproximar la funcién desconocida. En
concreto, un método Runge-Kutta explicito de s etapas se puede escribir siguiendo la
siguiente estructura:

K1 = hF(ty, Xn),
K, = hF(t, + c;h, X, +a54Ky),
K3 = hF(t, + czh, X, + (a31K; +a3,K3))
K4 = hF(ty + cah, Xy, + (a41Kq + a43K3 + a4 ,K3))
Ks = hF(t, + csh, Xy + X771 a5 Kj) (3.1)

Donde los célculos se van realizando de forma recursiva. De
Xpe1 = Xy +%(K1 +2K, +2Ks +K,),n=0,1,2, ... (3.2)

En particular, el método de Euler dado en (2.2) se puede escribir como un método de
Runge- Kutta de 1 etapa y por tanto requerira en cada paso de una evaluacion de la funcion
F. En particular, en este capitulo vamos a centrarnos en el método estandard Runge-Kutta
de orden 4, que posiblemente se trata del método Runge-Kutta méas conocido y utilizado
al mantener un buen equilibrio entre coste computacional y precisién. Se trata de un
método cuyo orden de convergencia global es 4.

Teorema 3.0.1. Consideremos F(X(t),t), definidade S x I en L,, donde S es un conjunto
acotado en L. Si F(X(t),t) satisface las siguientes condiciones

(Cy) F(X, t) es aleatoria uniformemente continua y acotada.

(C,) F(X, t) satisface la condicion de Lipschitz en media cuadratica, es decir,
IFXD-FY,DISKOIX-YI (3.3
Donde

T
f K(t)dt < o
T

0

entonces, el esquema aleatorio de Runge-Kutta de cuarto orden (3.2) es convergente en
media cuadratica.

Aplicando la regla de L’Hopital se obtiene

h(l—e‘KTe‘Kh) (1—e‘KTe‘Kh+hKe‘KTe'Kh} _ 1_e—KT

. 0 .
}lllg(l) 1—e-Kn {5} = limp Ke—Kh K (34)
Por otra parte,

. 3 _
lim (E MhK + o (S, h)) =0 (3.5)

ya que w(S,h) - 0cuando h - 0.
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Por tanto, tomando limites cuando h — 0, n —» o con nh = T, se deduce que en |le,4]| =
0 cuando n — 0 lo que prueba la convergencia del método de Runge-Kutta.

1.5 Determinacion del desplazamiento por un movimiento terrestre

Dentro de la determinacion del efecto sobre una estructura terrestre de una perturbacion
de tipo terremoto. Supongamos que la estructura esta en reposo en t =0, y sea X(t) >
0,t = 0, el desplazamiento (relativo) horizontal del techo con respecto al suelo. Basdndose
en un modelo lineal idealizado, el desplazamiento relativo X(t) se rige por la ecuacién
diferencial

X(£) + 2\EwoX(t) + w3X(t) = =Y(t), t=0,
X(0)=0,X(0)=0 (4.1)

donde Y(t) es el proceso estocastico de segundo orden dado por (1.16). La solucién en
media cuadratica del problema (4.1) tiene la forma:

X(®) = = [Th(t - 2)Y(z)dz (4.2)

Con £ < 1,y donde h(t) es la respuesta impulsiva

h(t) = wée_\iwot sin(@pt) ,t = 0,0y = woy/ 1 —\E2 4.3)
0

La esperanza y la funcion de autocorrelacion del proceso estocastico de segundo orden
Y(t) estan dadas por

E[Y()] =0, t>0 (4.4)
Y
Fy(u,v) = E[Y@Y(W)] = 121, uva? e=9@+ cos (u = vy ), u,v 2 0 (4.5)

Por lo tanto, de las ecuaciones (4.2)-(4.5), se deduce que

EX()] =0, t>0
Y Var[X(9)] = EX®X(®)] = [, [, h(t — wh(t — )Ty (u,v)dudv, t> 0 (4.6)

Dejando  X'(t) = X(t), X2(t) = X(t) y(X(t))T: [X1(t),X2(1)], la forma de la matriz
vectorial de la ecuacion (4.1) es

X(®) = A[X() + G(D),

donde A(t) y G(t),se han obtenido en (1.15) y (X(O))T = 0T =[0,0]. Como X7 =[0,0], la
expresion del método aleatorio de Euler en este caso toma la forma
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n-1 n-1
X, =(0+hA)"Xg+h Y I+hA)*1G(t) =h Y (I+hA)1G(t)
2 2

Donde se puede denotar la matriz de identidad de tamafio 2. Sefialando que las hipdtesis
H1y H2 se cumplen, luego la convergencia en media cuadratica del método aleatorio de
Euler esta garantizada. De hecho, H1 se cumple con el Ejemplo 1.0.2 y, segun el Lema
1.0.1, se obtiene la condicion de Lipschitz.

[IFX, 0 = F(Y, Ol < [IAl|_[IX=YI| . =K|IX-Y]|

rxs rxs rxs

Donde k = max{ 1, w3 + 2w,&}, ftze kdt < +oo

Teniendo en cuenta que como E[Y(t;)] = 0, obtenemos que E[X,] = 0y E[X,](E[X,DT =
0, luego la matriz de covarianza del vector aleatorio X,, seria
AXn = E[Xn(Xn)T]

= h? X1 Y1 + hA) TR [(G(ti)G(tj))T] (0 +hayni-1)" @.7)
Siendo E [G(ti) (G(t]-))T] -

elac (66))' | = [§ erveve)

Donde E[Y(t)Y(t;)] estd definido por (4.5). Teniendo en cuenta que si Ax, = (VY), ,
denota la matriz cuadrada de tamafio 2 dada por (4.7), entonces V!! es la varianza

aproximada del proceso estocastico de segundo orden (4.1), obtenida del método aleatorio
escalar de Euler. La Figura 4.1 muestra V1! = Var[X,]

Para h=1/20,h =1/40,h =1/80 y la varianza tedrica Var[X(t,)] dado por (4.6),
tomando en (4.1) £=0,05y w; = 1, a; = (1/2)},$0 \leq j \leq 20 para Y(t)dado por (1.8).
Dicha grafica ilustra, que los valores numéricos y exactos estan méas cerca cuando h
disminuye. Este comportamiento esta de acuerdo con la propiedad (1.9).

1.6 Problema de ruido blanco Gaussiano

Consideremos el problema

X(@) =t?X(t) + W(t), t €[0,1],
X(0)=X_0 (4,8)

Donde W (t) es un proceso de ruido blanco Gaussiano con media cero y X, es una variable
exponencial aleatoria con el pardmetro A = % , iIndependiente de W (t) paracada t € [0,1].
En este ejemplo tenemos F(X,t) = t2X + W (¢t).
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La covarianzade W (t) es
Cov[W(t),W(s)] = 8(t—s) (4.9)

Donde §(t) es la funcion delta generalizada. Siempre existe una convolucion con la
funcién delta y juega el mismo papel para la convolucién que la unidad para la
multiplicacion, esto es,
bxg=g
Tomando g(s) = h(s)X[0,t](s), donde h(s) esunafuncion C* yX[0, t](s) denota la funcion
caracteristica de la funcion en el intervalo [0,t], de (4.9) se tiene que
(o) o3} t
f g(s)8(s —r)ds = f h(s)X[0,t](s)8(s — r)ds = f h(s)6(s —r)ds = h(r)
—00 —o0 0

Para calcular la solucion exacta del problema, multiplicaremos ambos lados del resultante

de la expresion (4.9) por exp ( ) y usando W(t) = @ tenemos

—t2 exp <T> X(t)dt + exp <T> dX(t) = exp <T> dB(t)
Yy entonces

X(t) = exp( ) [XO + f exp( )dB(s)] (4.10)

Ahora, calculamos las aproximaciones X, usando el método aleatorio de Runge-Kutta de
cuarto orden,

Xne1 = Xn + 2 (kg + 2K + 2K3 +ky) (4.11)

Donde k, = ht2X, +hW(tn)
k2=h(tn+ ) (1+ tZ)X +— (t + ) W(tn)+hW(t +§)

k3:h(tn+5) (1+E(tn+ ) (1+ tz))X +— (t + ) W(t,),

k4:h<tn+h)z<1+h(tn+g) (1+2(+2) (1+gtg)>)x 2y 4 0)

X (t, + h)2W(t,) + h?(t, + h)? (1 +§(tn + E)Z)W (tn + g) + hW(t, + h),

Tenemos Xns1 =apXy +by, n=0,12,...,

y procediendo de forma recurrente obtenemos
Xn = ([T ai)Xo + Xio (551 a5)bi, n =1,2,3,.... (4.12)
Donde

h h
E[bibi] = A x8(t; — ty) + Bjk6 (ti -tk — 5) + Bj k8 (ti —tx+ 5) + C;i6(t; —tx —h) +
Cxd(tj —tx+h), con
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Cuadro 1
Error absoluto de la esperanza de X (t) con Euler y Runge-Kutta de orden 4 del Problema de ruido blanco
Gaussiano
t Euler Runge-Kutta de orden 4
h=1 h= 1 h= 1 h= 1
20 50 20 50
0,1 8,3335x107° 2,1868 x 10 2,1709 x 10710 2,2227 x 10712
0,2 1,8389 x 1073 4,2813 x 1073 4,3522 x 10710 4, 4555 x 10712
0,3 2,9353x 1073 1, 8305 x 1072 6, 5759 x 10710 6, 7342 x 10712
0,4 5, 9445 x 1073 4,9066 x1072 8, 9216 x 10710 9, 1442 x 10712
0,5 1,0166 x 1072 1,0493 x 107t 1,1604 x 107° 1,1963 x 1071
0,6 1,5858 x 1072 1,9749 x 107! 1,5255 x 107° 1,6213 x 1071
0,7 2, 3460 x 1072 3,4425x 107t 2,1834 x 107° 2,5666 x 10711
0,8 3,3671x 1072 5,7317 x 10! 3, 7346 x 107° 5,3311 x 101
0,9 4, 7596 x 1072 9,3076 x 107! 7,9493 x 107° 1,4031 x 10710
1,0 6, 6954 x 1072 1, 4968 1,9803 x 1078 4,0766 x 10710
Fuente: El Autor
Cuadro 2
Error absoluto de la varianza de X (t) con Euler y Runge-Kutta de orden 4 del Problema de ruido blanco
Gaussiano
t Euler Runge-Kutta de orden 4
h= 1 h= 1 h= 1 h= 1
20 50 20 50
0,1 6,0089x102 5,9641 x 1072 1,0005 x 1071 1,0005 x 1071
02 1,7228x107! 1,6825 x 107! 2,0080x107* 2,0080x107t
0,3 3,3247x107 3,2120 x 1071 3,0408x1071 3,0408x1071
04 5,3849x10! 5,1617 x 101 4,1304 x 1071 4,1304 x 107!
05 7,9087 x 107t 7,5330 x 1071 5,3239 x 107! 5,3239 x 107t
0,6 1,0930 1, 0353 6,6898x1071 6,6898 %1071
0,7 1,4516 1, 3676 8,3267 x 10! 8,3267 x 107!
0,8 11,8769 1, 7586 1,0380 1,0380
09 2,3832 2,2199 1, 3075 1, 3075
1,0 2,9899 2,7663 1,6764 1,6764
Fuente: El Autor
h? 2 k%, m\‘*/ h ,
Ai,k_%<1+ 1+h(ti+5) +7 E) (1+§(ti+h) )]

X

X

1+=

2

h
1+h(tk+—) +—=
h2
— |1

1+ (

2

te +=

) (15 o))
1 +g(ti + g)2> (1 + g (ti + h)z)]

lzl(tk + g)2> (1 + g (ty + h)z)]

Bi =}1‘—;<1+<(1+ (1+g(ti+§)2>> (1+%(ti+h)2) + [1+h(ti+§)2 +h72(ti+

4

h

4
—)x
2
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(143 +0)?) ] [1 +(1+3 (te+ 2)2)(1 +2 (t + 0)?) ])

h? h\*> h? * h
C = % 1+h<ti+5> +7(ti+z) (1 +E(ti +h)2) ,i,k=0,12,...,n—1
Figura 3
Esperanza X (t) mediante el método Runge-Kutta de orden 4y h = % del Problema de ruido blanco
Gaussiano
2
2
2
2
n n n n 1
Fuente: EI Autor
Figura 4

Varianza X (t) y X,, mediante el método Runge-Kutta de orden 4y h = % del Problema de ruido blanco
Gaussiano

Fuente: EI Autor
El error absoluto de la esperanza y la varianza de X(t) con los métodos de Euler y Runge-

Kutta de orden 4, en h = % yh= 5—10 , Se representan en los Cuadros 1y 2. Se observa

que se obtienen mejores aproximaciones con el método de Runge-Kutta. Las Figuras 3y 4,
representan la comparacion de la esperanza y la varianza exacta y aproximada con el método

1 . ., .
de Runge-Kutta de orden 4 en h = v Se observa que la aproximacion de la varianza no es

buena ya que el método es apropiado para ruidos cuyo comportamiento muestral no es tan
irregular como el ruido blanco (no es diferenciable en ningn punto). Para tratar este tipo de
incertidumbre se deben aplicar métodos numéricos para ecuaciones diferenciales
estocasticas, como el método de Euler-Maruyama
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1.7 Estudio de un circuito eléctrico con ruido aleatorio
Consideremos el siguiente circuito RC con pardmetros constantes:

REE 4 2Q(0) = V() + a()W(b),
Q(0) = Qo (5.1)

Donde Q(t) es la carga eléctrica en el tiempo ty Q, es la variable aleatoria exponencial con
el pardmetro A = % independiente de W(t) para cada t € [0,1], lo que significa la carga
inicial en el momento t = 0, y V(t) son las funciones no aleatorias de la variable tiempo, lo

dB(t)

que significa que el voltaje en el tiempo ty W(t) = es el proceso unidimensional del

ruido blanco, B(t) es el movimiento unidimensional Brownlano y a(t) es una funcién no
aleatoria que modeliza la intensidad del ruido en el tiempo t.

Ahora, resolviendo la ecuacion diferencial estocastica, tenemos

eredQ(t) + - eReQ(O)dt = LeRev(Ddt + L a(t)ercdB(D) (5.2)

Obsérvese que el miembro izquierdo puede escribirse en forma diferencial

<eRCQ(t)> = —eRCQ(t)dt + eRCdQ(t) (5.3)
Por (5.2) y (5.3) tenemos
Q) = exc Qg + 2 [ eRe V(s)ds + 1 ¥ als)erc dB(s)] (5.4)

Ahora, calculamos Q,, por el método aleatorio de Runge-Kutta,
Qne1 = Qn +¢ (Ky + 2K, + 2K3 +Ky), n = 1,23,... (5.5)
Donde

h
Ki=g —EQn V() + ()W (o))
1

Kz = %[_ C ( 2RC) U~ 2Re (V(t“) + ot Wt)) +V (t ¥ 2)

U ()

Ko =2 [=2 (1= + ) Qu oz (V) + alt)W(t,) + (1 50) (V (ta+3)+a(tn+

[_% (1 —at T ) Qn — 4R3C3 (V(tn) + O((tn)W(tn)) ~RC (1 - _) (V (tn + g) +

RC  2R%2CZ  4R3C3 2RC

a (tn + 2) W (tn + g)) +V(t, + h) + a(t, + HW(t, + h)]

Tenemos Qpn+1 =aQ, +by, n=123,..

y resolviendo esta recurrencia Q, =a"Qo + X ta™i=1h;, n=1,2,3,. (5.6)
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De (5.4) y (5.6), obtenemos las esperanza y las varianzas de Q. y Q.

E[Q)] = exc [3 + 1 [ evc v(s)ds]

6R

h h?

Em&ﬂ—3a+2“1“11¢WI—E+5ﬁ§

L)Z] \% (ti + g) + %V(ti + h))

2RC

v + & [1+

Y Var[Q(t)] = exp (%) [9 + % fot a?(s) exp (%) ds]

Donde Ai k= 36R?

hz[_h h?

h3

%)a@k+%)+%ma&-+MQQk+h)

RC ZRZC2  4R3C3

3

h2 h
Bix = Tgrz |1~
2
+1m¥[
_— h2 . 11+ h?
1k ™ 36R2 RC ' 2R2(Z2

El error absoluto de la esperanza y la varianza de Q,, con V(t) = exp(t), a(t) =

T 4R3C3

y C = 2 esta representada en el Cuadro 5.1.

El error absoluto de la esperanza y varianza de Q,, con V(t) = exp(t), a(t) =

C = 2 estan representadas en la Figura 5.3 y 5.6.

re torEc T 4R3C3] a(talt) + 5 [1 + (

OL(tk + h)

sin(t)

sin(t)

Cuadro 3
Error absoluto de la esperanza y la varianza de Q,, con h =
aleatorio 5.

t Esperanza Varianza
0.1 1,8186 x 10°° 7,4434 x 108
0.2 3,6829 x 107° 1,1779 x 1078
0.3 5, 6077 x 10°° 5, 6969 x 106
0.4 7,6086 x 10°° 1,7054 x 10
0.5 9,7022 x10°° 3,9168 x 10
0.6 1,1906 x 108 7,5901 x 105
0.7 1,4240 x 108 1,3052 x 10
0.8 1,6725x 108 2,0527 x 10
0.9 1,9383 x 108 3,0096 x 10
1.0 2,2239x 108 4,1676 x 104

Fuente: EI Autor

(5.7)

(5.8)

(5.9)

2

XO((ti+

] [1 + ~2RC 2] a(ti)a<tk + ;)

mc]a<

] a(t)a(ty +h), ik=01,2,..,n—

1

yR=1

JR=1Yy

1 . . . , . .
P del estudio de un circuito eléctrico con ruido
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Figura5
Esperanza X (t) mediante el método Runge-Kutta de orden 4y h = % del estudio de un circuito eléctrico

con ruido aleatorio 5.
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Fuente: El Autor

Figura 6
Varianza X(t) y X,, mediante el método Runge-Kutta de orden 4 y h = % , del estudio de un circuito
eléctrico con ruido aleatorio 5
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Conclusiones.

e Dentro del estudio de la aproximacion numérica de ecuaciones diferenciales con el
proceso de aleatoriedad, el estudio de la convergencia y sus aplicaciones, se ha
planteado en primer lugar el esquema aleatorio de Euler que comprende el caso escalar
y matricial demostrando el comportamiento de algunas condiciones en las cuales la
convergencia referente a la media cuadratica se presenta estable y calcula la esperanza
y la varianza exacta aproximada.

e El esquema Euler permite llegar a la conclusion de que la convergencia lenta y el
aspecto de restriccion de su region de estabilidad absoluta nos hace considerar otros
métodos donde la convergencia es mayor por lo cual se plantea el estudio adicional
del esquema aleatorio Runge- Kutta, siendo un método superior al de Euler por lo cual
su orden de convergencia global es cuarto.

e El método de Runge Kutta y Euler permite determinar y analizar varios casos donde
se aprecian tipos de ruidos con el comportamiento muestral regular. en el caso
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especifico de ruidos blanco que son caracteristicos y muy irregulares al no ser
diferenciales en ningn punto conducen a otro tipo de ecuaciones diferenciales con
cierto grado de incertidumbre denominadas ecuaciones diferenciales estocasticas cuya
aproximacion se aborda con técnicas alternativas como el método de Euler-
Maruyama que es considerado de orden superior.

e Concluyendo que el método de Runge Kutta de cuarto orden representa la mejor
eleccién al momento de proporcionar y trabajar con pequefios margenes de errores con
respecto a la solucidn real del problema resaltando la ventaja de que es facilmente
programable en un software para realizar las diferentes interacciones necesarias,
obteniendo resultados en cuanto a la esperanza y varianza de tipo senoidal, la cual ha
sido producida por la generacion de la corriente alterna.
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